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Algèbre linéaire 1

• Espace Vectoriel (EV) 𝑉 de de dimension 𝑛 sur un 
corps 𝐾 (𝑅 ou 𝐶), isomorphe à 𝐾𝑛

• Scalaire : élément de 𝐾

• Vecteur : élément de 𝑉

• Addition de vecteurs

• Multiplication d’un vecteur par un scalaire

• Applications ou formes linéaires:

– 𝑓 𝑥 + 𝑦 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦

– 𝑓 𝑎𝑥 = 𝑎𝑓 𝑥

• Applications : EV  EV, formes : EV  𝐾

• Aussi : espaces vectoriels de dimension infinie
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Algèbre linéaire 2

• Vecteurs colonnes : 

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

= 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛 𝑇

• Vecteurs lignes : 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛 =

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

𝑇

• Vecteur ligne : composantes d’un vecteur "normal"

• Vecteur colonne : composantes d’une forme linéaire

• Formes linéaires et vecteurs "normaux" appartiennent à 
des espaces vectoriels "duaux"

• Transposition : permutation des lignes et des colonnes
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Algèbre linéaire 3

• Multiplications (1) :

– Vecteur ligne × vecteur colonne  scalaire
𝑠 =  𝑗 𝑥𝑗 𝑦𝑗 = 𝑥𝑖 𝑦𝑗 = 𝑋. 𝑌

– Matrice × vecteur colonne  vecteur colonne
𝑌 = 𝑦𝑖 =  𝑗𝑚𝑖𝑗 𝑥𝑗 = 𝑚𝑖𝑗 𝑥𝑗 = 𝑀.𝑋

– Vecteur ligne × matrice  vecteur ligne
𝑌 = 𝑦𝑗 =  𝑖𝑚𝑖𝑗 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 𝑚𝑖𝑗 = 𝑋.𝑀

– Matrice × matrice  matrice
𝐶 = 𝑐𝑖𝑗 =  𝑘 𝑎𝑖𝑘 𝑏𝑘𝑗 = 𝑎𝑖𝑘 𝑏𝑘𝑗 = 𝐴. 𝐵

• Dans tout ces cas le produit est "contractant"  

• Contraintes sur les dimensions des objets (égalité des 
dimensions "contractées")
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Algèbre linéaire 4

• Multiplications (2) :

– Vecteur colonne × vecteur ligne matrice
𝑀 = 𝑚𝑖𝑗 = 𝑦𝑖𝑥𝑗 = 𝑦𝑖 𝑥𝑗 = 𝑌. 𝑋 (pas de somme)

• Produit (colonne × ligne) dit "dyadique" ou "tensoriel" ou 
"de Kronecker", non "contractant" par opposition au produit 
(ligne × colonne) dit "scalaire" qui l’est

• Multiplications (3) :

– Vecteur × vecteur  vecteur
Z = 𝑧𝑖 = 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 𝑦𝑖 = 𝑋∘𝑌 (pas de somme)

• Produit (vecteur × vecteur) "point à point", dit "de 
Hadamard", vecteurs en général de même type

• Possible aussi sur matrices ou sur tenseurs



G. Quénot 6

Algèbre linéaire 5

• Vecteur propre 𝑣 et valeur propre  : 

𝑓 𝑣 = 𝑣

• Matrice et vecteur :

𝐴.𝑋 = 𝑋

• Diagonalisation : base de vecteurs propres 𝑒𝑖 associé à 

des valeurs propres 𝑖 tels que 𝑓 𝑒𝑖 = 𝑖𝑒𝑖

• Diagonalisation possible avec une base de vecteurs 

propres orthonormée possible si la matrice 𝐴 et symétrique 

et définie positive (dans eu repère Euclidien)

• La matrice est diagonale dans la base formée des vecteurs 

propres
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Transformée de Fourier 1

• Toute fonction "ayant de bonnes propriétés" s’écrit 

comme une combinaison linéaire (finie ou infinie) de 

fonctions sinusoïdales (décomposition de Fourier)

• L’ensemble des fonctions "ayant de bonnes 

propriétés" est un espace vectoriel (de dimension finie 

ou infinie)

• La transformée de Fourier est une application linéaire de 

l’espace des fonctions initial vers l’espace transformé

• Trois classes de fonctions selon le type de signal:

– Continu non périodique

– Continu périodique

– Discret périodique
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Transformée de Fourier 2

Exemple : décomposition en série de Fourier
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Transformée de Fourier 3
• Trois classes de fonctions (cas d’un signal 

monodimensionnel):

– Signal continu non périodique, intégrale infinie :         

𝑓 𝑥 =
1

2 −∞
+∞

𝑒2𝑖𝑢𝑥𝐹(𝑢)𝑑𝑢 (complexe)

– Signal continu périodique (2), somme infinie :             

𝑓 𝑥 =  𝑛=−∞
𝑛=+∞ 𝑒𝑖𝑛𝑥𝐹(𝑛) (complexe)  ou                  

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑛=1
+∞ 𝑎𝑛cos 𝑛𝑥 +  𝑛=1

+∞ 𝑏𝑛sin 𝑛𝑥 (réel)

– Signal discret périodique (𝑁 valeurs entières de 𝑥, 𝑓
et 𝐹 sont des vecteurs de dimension 𝑁), somme finie : 

𝑓 𝑥 =  𝑛=0
𝑁−1𝑒𝑖𝑛𝑥𝐹(𝑛) 0 ≤ 𝑥 < 𝑁 (complexe)

• Transformée directe : 𝑓  𝐹, inverse : 𝐹 𝑓



G. Quénot 10

Transformée de Fourier 4

• Les fonctions "sinusoïde" forment une base 

orthonormée de l’espace vectoriel des fonctions "ayant 

de bonnes propriétés", e.g. 

– Signal continu périodique (2) : 

𝑓𝑛 𝑥 = 𝑒𝑖𝑛𝑥 pour  𝑛 ∈ 𝑍 (complexe)  ou                  

𝑓𝑛 𝑥 = cos 𝑛𝑥 pour  𝑛 ∈ 𝑁 et

𝑔𝑛 𝑥 = sin 𝑛𝑥 pour  𝑛 ∈ 𝑁∗ (réel)

– Calcul des coefficients : 

𝐹(𝑛) =
1

2 0
2
𝑓 𝑥 𝑒𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

𝑎𝑛 =
1

2  0
2
𝑓 𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑏𝑛 =
1

2 0
2
𝑓 𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥
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Transformée de Fourier 5

• Transformée cosinus d’une fonction réelle, cas d’un 

signal monodimensionnel périodique discret, 𝑁 valeurs :         

𝑓 𝑥 =
1

𝑁
 𝑛=0
𝑁−1𝐶(𝑛) cos

2𝑥+1 𝑛
2𝑁

𝐹(𝑛)

avec 𝐶 𝑛 = 1 si 𝑛 = 0 et 𝐶 𝑛 = 2 si 𝑛 ≠ 0
0 ≤ 𝑥 < 𝑁 et   0 ≤ 𝑛 < 𝑁

• Seulement des fonctions cosinus mais deux fois plus

• Cas d’un signal bidimensionnel, 𝑁 𝑥 𝑀 valeurs:

𝑓 𝑥, 𝑦 =
1

𝑁𝑀
 𝑚=0
𝑀−1 𝑛=0

𝑁−1𝐶 𝑛 𝐶(𝑚) cos
2𝑥+1 𝑛

2𝑁
cos

2𝑦+1 𝑚
2𝑀

𝐹(𝑛,𝑚)

0 ≤ 𝑥 < 𝑁 et  0 ≤ 𝑦 < 𝑀 et   0 ≤ 𝑛 < 𝑁 et   0 ≤ 𝑚 < 𝑀

• Transformée initiale (directe) :

𝐹 𝑛,𝑚 =
1

𝑁𝑀
 𝑥=0
𝑀−1 𝑦=0

𝑁−1𝐶 𝑥 𝐶(𝑦) cos
2𝑥+1 𝑛

2𝑁
cos

2𝑦+1 𝑚
2𝑀

𝑓(𝑥, 𝑦)


